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Представлен авторский взгляд на систему дифференциальных вариационных Принципов и 

Уравнений механики систем с произвольными дифференциальными связями. Он основан на варианте 

Расширения классической механики, описывающий динамику голономных и неголономных систем 

произвольных порядков. Для несвободной системы вводится ее Изображающая Точка (ИТ). Она 

движется в пространстве E3N по многообразию Rm, стеснённому также дифференциальными связями. 

На основе уравнений движения ИТ выводятся ковариантные формы Уравнений и Принципов 

механики неголономных систем высших порядков. 
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Введение 
 

Современное состояние и развитие мехатроники, авионики и точной 

электромеханики поставило вопрос об адекватных механических моделях динамики 

систем управляемого движения с полными и неполными дифференциальными 

программами движения высших порядков. К таким системам относятся системы, 

управляемые по резкости-рывку и производным более высоких порядков. 

Во второй половине ХХ-века стало понятно, что большой класс движений 

систем управляемых по программе может быть описан как класс систем с 

голономными и неголономными связями общего вида. А уравнения связей исполняют 

роль программ движения. В рамках одного формализма эти связи могут быть 

определены как дифференциальные высших порядков. 

Известно, что построение механики твердых тел и распределенных систем на 

основе дифференциальных и интегральных вариационных Соотношений и Принципов 

является устоявшейся научной традицией [1,2,4,5]. И с развитием вычислительных 

методов и техники приобрело большое практическое значение. Разделение всех 

Принципов на вариационные Соотношения и собственно Принципы признается рядом 

авторов и имеет в рамках вариационного исчисления глубокий смысл. Придерживаясь 

этой точки зрения, мы всё же будем называть в дальнейшем Соотношения и собственно 

Принципы для краткости Принципами. В данной работе рассмотрим подробно только 

уравнения движений и дифференциальные Принципы произвольных порядков и в силу 

ограничений на объём статьи. Каковы же эти Уравнения и Принципы? 
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Ответ на эти вопросы был получен в [4] и в наших работах [6-13]. Так в статьях 

[6,9] были выведены уравнения движения систем с идеальными по Гартунгу – 

Добронравову [5] дифференциальными связями высших порядков непосредственно из 

основных положений классической механики. А в работах [10-13] описаны основы 

динамики систем с произвольными дифференциальными связями, приведены примеры 

задач и их решения. В статье [7] на основе результатов работы [6] были получены 

дифференциальные вариационные Принципы для систем с идеальными по Гартунгу - 

Добронравову дифференциальными связями высших порядков и доказана их 

необходимость и достаточность.  

 

О дифференциальных Принципах 

При дифференциальных связях вида 
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систем с идеальными по Гартунгу - Добронравову дифференциальными связями 

высших порядков выглядят согласно [7] так: 
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Здесь: k -частная изохронная вариация вектора 
)(k

r , q =1-для нелинейных, а q =2-для 

линейных по
)(k

r связей. Оказалось, что один из Принципов (1) при q =2 эквивалентен 

Принципу из [4] для систем с линейными по 
)(k
jq уравнениями связей. 

Что же касается известных Принципов и вариационных Соотношений, то 

исторически они были сформулированы как независимые. И каждый имел своё 

собственное обоснование и интерпретацию. Принципы Даламбера - Лагранжа (k=0), 

Суслова - Журдена (k=1), Гаусса (k=2), Манжерона - Делеану (k 3) в предложенных 

обозначениях имеют вид:   .0
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Обратим внимание на то, что Принцип 

Даламбера - Лагранжа необходим и достаточен для описания движения голономных 

систем и систем с линейными по скоростям неголономными связями. Принцип Суслова 

– Журдена - для голономных систем и систем с произвольными по скоростям 

неголономными связями. Принцип Гаусса - для голономных систем, систем с 

произвольными по скоростям и линейными по ускорениям неголономными связями. И 

для описания движения классических голономных и неголономных управляемых 

систем этих Принципов вполне достаточно. Так именно Принцип Гаусса позволил в 

работе [14] получить вариационное условие и замкнуть систему уравнений, 

описывающую процесс удара абсолютно твёрдого шара по упругому полупространству 

Естественно возник вопрос о полной системе дифференциальных Принципов 

Механики в рамках Парадигмы классической механики, адекватных различным типам 

дифференциальных связей. Такая система Принципов для систем с идеальными по 

Гартунгу - Добронравову дифференциальными связями была выведена в векторной 

форме и представлена в виде таблицы в работе [8]. 

 

Изображающая Точка системы и её уравнения движения 
 

Для вывода полной системы дифференциальных Принципов мы 

воспользовались в [8] понятием Изображающей Точки системы (ИТ) [4-6], движущейся 

несвободно в абстрактном пространстве Е3N по многообразию Rm. 
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Представим ),,(  zyxr  как ),,( 31323   r  а ),,(  ZYXf  как 
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Тогда, согласно [10] система векторных уравнений движения ИТ, приведённая к 

одному дифференциальному порядку и подобная уравнениям Лагранжа 1-го рода, 

примет вид: 
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В уравнениях (2) и далее предполагается суммирование по двойному немому индексу в 

соответствии с правилом Эйнштейна. Здесь: 3N-мерные векторы Силового Фактора 
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Введем Силовой фактор ”потерянных сил” сил P  [2, 5,6] как 
..

xMFP  . Тогда, 

например, Принцип Даламбера-Лагранжа примет вид:   00  xP δ , а Принципы (1) 

будут выглядеть так: 
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Выражение (3) задаёт пару дифференциальных вариационных Принципов, 

описывающих движение неголономных систем k-го порядка. Здесь при q=1 имеем 

дифференциальное вариационное Соотношение, а при q=2 - собственно вариационный 

Принцип [7], которому можно придать вид: 

02 kk Z ,      MZ
k

k 2/)( 2
)2(

2



  P                                                                           (4) 
 

В этой форме Принцип (4) подобен по виду Принципу Гаусса и при k=2 тождественен 

ему. При этом функция 0Z  равна Принуждению по Гауссу Zw [1,2,4-7]. Исходя из 

этого, назовём функцию sZ  Принуждением s-го порядка. Заметим, что Принцип (4) 

эквивалентен Принципу, предложенному в работе [4]. Обратим внимание на то, что все 

представленные выше дифференциальные вариационные Принципы могут быть заданы 

одной формулой:  0)(
)()(
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Ковариантные аналитические формы уравнений движения 
 

Для решения конкретных практических задач механики управляемого движения 

выведем более удобные аналитические формы уравнений движения и 
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дифференциальных Принципов высших порядков. “Соотношение    ),,( jqtxx   

выражающее декартовы координаты через обобщенные, выделяет в Е3N риманово 

многообразие Rm. Задача состоит в представлении движения материальной системы с 

помощью терминов геометрии Rm“ [7]. Эта задача была решена в [6,11-13]. Согласно 

этим работам все ковариантные формы уравнений движения выводятся единообразно 

путём скалярного умножения (4) на координатные векторы ...//  jj

j qq xxe  с 

последующими алгебраическими и дифференциальными преобразованиями для той 

или иной формы уравнений. Таким образом, получим следующие ковариантные формы 

уравнений движения. 

 

RmQ-форма, подобная уравнениям движения в обобщённых силах:  
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Заметим, что при градиентном управлении движением .0kj  

 

RmA- форма, подобная уравнениям Аппеля: 
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Здесь, согласно [6, 10-13]: sK есть универсальная кинетическая мера движения s-го 

порядка – Кинэта. 
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FeF . Заметим, что при r=0 уравнения движения в RmA-форме 

становятся уравнениями Аппеля. 
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Rm-форма, подобная уравнениям Лагранжа: 
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 . Назовём этот дифференциальный оператор 

оператором Эйлера-Лагранжа порядка (r+1). Заметим, что при q=1 уравнения (9a) 
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Здесь Обобщённые Силовые Факторы )(r

jQ и )(r

jQ , согласно [9-11], равны: 
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Отметим, что при r=0 УДОСФ эквивалентны уравнениям движения в обобщённых 

силах [9]. 

 

Ковариантные аналитические формы Принципов 
 

Получим ковариантные формы записи дифференциальных Принципов 

Механики из уравнений (6-9). 
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В такой форме Принципы (10) при 0kj приведены в [9]. 
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RmA форма Принципов. Уравнениям (7) соответствуют Принципы: 

 2k    при r   , 1k    при 

 0=r;2,1 ,2+r=s ,,...,2,1

0)/(
)(

)(
)(

)(







qk

qmj

qQqK
k

j

kkj

r

j

s
j

s 

,                                                                     (11) 
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Заметим, что при q = 2 и 0kj  имеем собственно Принцип, который может быть 

записан так: 
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Это доказывает эквивалентность (4) и (12). 
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Назовём (13) и (14) RmGA-формой Принципов и Уравнений. 
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Заметим, что эта форма Принципов также допускает введение характеристической 

функции 
)1(1   rr ZR  для систем с r=1,2,... и вектором задаваемых сил вида ),( jqtFF  . 
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С учётом (16) Принципы (15) примут вид: 
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где )1(

)1()1(

)1(1 )( 



  r

rr

rr ZKR aF , а Принцип (15) будет выглядеть так: 
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Соответствующий вид будут иметь и уравнения: 
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Назовём (17) RmG-формой Принципов и Уравнений. 

 

RmQ
(r)

 – форма Принципов. Этой универсальной форме записи уравнений (9) 

соответствуют Принципы: 

 
 2k    при  r   , 1k    при  0=r  ;2,1  ,,...,2,1

  0
)(

)(





qkqmj

qQ
k

j

kkj

r

Pj  ,                          (18) 

где 
)()()( r

Fj

r

j

r

Pj QQQ    и 
)()( r

j

r

Fj QQ  . 

Здесь обобщённый силовой фактор инерции )(r

jQ может быть вычислен по любой из 

приведенных выше формул, а сами Принципы могут быть представлены в 

Представлениях взаимодействующих парциальных движений и взаимодействующих 

тел [9]. 

 

Заключение. Возможны и другие ковариантные формы уравнений движения и 

Принципов неголономных систем высших порядков, которые в данной статье не 

рассматриваются. Интегральные вариационные Принципы, опивающие движения 

неголономных систем высших порядков, будут рассмотрены в следующей работе. 

Представленные нами результаты могут быть положены в основу целого ряда более 

детальных исследований в области теории неголономных систем высших порядков. 

Естественным образом они могут стимулировать и уже породили появление ряда 

прикладных работ в различных областях неголономной механики, мехатроники, 

электромеханики и электродинамики [12,13]. 
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